4. Testin (Test Kuralinin) Belirlenmesi

Bir testin belirlenmesinde genel olarak olasilik dagilimi bilinen ve H, hipotezindeki 6
parametresinin tahmin edicisi olan bir istatistikten yararlanilir. Bu istatistik ayn1 zamanda
rastgele 6rnekteki ornek birimlerinin bir fonksiyonu olacagindan T = g(X;, X5, ..., X, ) ile
gosterilebilir. Birinci tip hata olasilif1 ya da testin anlamlilik diizeyi olarak bilinen a 6nceden
belirlenir. Bu durumda testin belirlenmesinde giiven araligi yontemi ya da sezgisel yontem
kullanilabilir.

4.1 Giiven Arahg Yontemi

Eger testin anlamlilik diizeyi  ise bu durumda giiven araliginin ve bdylece testin biiyiikliigliniin
Olgiisti 1 — a olur. Bu 1 — a degerine testin giiven seviyesi adi verilir. Giiven aralig1 testin
tipine (tek yonlii/¢ift yonlii olma durumu) gore degisir.

a) Hy: 0 <6, ; Hqi: 0 > 0, (sag yanl, tek yonlii) test igin 6 parametresine ait sol yanl giiven
aralig1 kullanilir. Sol yanl giiven araligi (—oo , L, ] olup, eger 8 parametresi N (8, a2) kitlesinin
kitle ortalamasi ise sol yanli gliven araligi i¢in {ist gliven sinirt,

X + %_ X Zi_q, 02 biliniyorsa

x+\/_><tn 11-q, 02 bilinmiyorsa

olacaktir. Buna gore H, dogru iken T < L, dir.

L2=

b) Hy: 0 = 6, ; Hy: 0 < 6, (sol yanli, tek yonlii) test i¢in 6 parametresine ait sag yanlh giiven
arali@1 kullanilir. Sag yanh giiven araligi [L;,+c0) olup, eger 6 parametresi N(6,02)
kitlesinin kitle ortalamasi ise sag yanli gliven araligi i¢in alt giiven sinir1,

—_ (2 Py x
X—=XZiq, a? biliniyorsa

— S 2 Py .
X == X th—1.1-q,» O° bilinmiyorsa

olacaktir. Buna gore H, dogru iken T > L, dir.

L1:

C) Hy:0 =06, ; Hy: 0 # 6, (cift yonlii) test igin 6 parametresine ait ¢ift yonlii gliven araligi
kullanilir. Cift yonlii giiven aralig1 [Lq , Ly] olup, eger 6 parametresi N(6 , o2) kitlesinin kitle
ortalamasi ise giiven aralig1 i¢in alt ve tist giiven sinirlar,

L Ei\/—_ X Z ey o? biliniyorsa
R b 7 Xty n-11-% a? bilinmiyorsa

olacaktir. Buna gore Hy dogru iken L; < T < L, dir.

Ornek:4 X~N (6 ,0?% = 4) dagilim1 verilsin. @ parametresi ile ilgili hipotezler; H,: 6 = 10 ;
Hy: 6 # 10 ve a = 0,05 olsun. Verilen dagilimdan rastgele ¢ekilen 36 birimlik bir 6rnekten
ornek ortalamast X = 12 bulunmustur. 6 parametresi ile ilgili gliven araliginin giiven
sinirlarini bulunuz ve H, hipotezi hakkindaki kararinizi belirtiniz?



Coziim: Hipotezler cift yonlii oldugundan giiven sinirlari, dagilimin varyansi bilindiginden;
Li,=x7F % X Z,_a ile bulunur. Burada « = 0,05 oldugundan Z, « = Zyg;5 = 1,96 ve
2 2
boylece; Ly, = 12 ?\/%_6(1,96) = L; = 11,35 ve L, = 12,65 bulunur. Buna goére giiven
aralign P(11,35 < 0 < 12,65) = 0,95 bulunur. : 8 = 10 degeri giiven araligi disinda kaldig

icin H hipotezi ret edilir.
4.2 Sezgisel Yontem

Bu yontemde H, ve H; hipotezlerine gore farkli davranislar gosteren bir istatistik bulunmaya
calisilir. Bu istatistik genellikle 6 parametresinin en iyi tahmin edicisi olacaktir. Eger 6 Kitle
ortalamasi ise en iyi tahmin edicisi X 6rnek ortalamas: istatistigi, 6 kitle varyansi ise en iyi

—\ 2
tahmin edicisi $% = ﬁZ?zl(X i— X ) ornek varyansi istatistigidir (v.s). Sezgisel yontemi tek

yanli ve ¢ift yanli duruma gore inceleyelim.
a) Hy: 0 <6, ; Hy: 0 > 0, (sag yanli test ve bilesik hipotez) durumu

6 parametresinin tahmin edicisi 6rnek birimlerinin bir fonksiyonu olan T = g(Xy, X5, ... X3,)
istatistigi olsun. Bu durumda T istatistiginin 6rnekleme (olasilik) dagilimi biliniyordur. Sezgisel
olarak H, hipotezi dogru iken T istatistiginin alabilecegi deger, H; hipotezi dogru iken
alabilecegi degerden daha kiigiiktiir. Yani T istatistigi H, ve H; hipotezleri i¢in farkl
davranmaktadir. Buna gore T istatistiginin alabilecegi deger biiylikse, 6rnegin k belirlenecek
olan bir kritik deger olmak tlizere T > k ise H, hipotezi ret edilecektir. Kritik deger (k), 6,
degerine gore sag tarafta yer aldigi i¢in tist sinir adint alir ve k = L, ile gosterilir. @ anlamlilik
diizeyi olmak tizere k = L, kritik degeri P(T > L,/H,) = a denkleminden bulunur. Bu
durumda kritik bolge C = {(Xy, X5, ... X,)/(T > L,)}, yani C = (T > L,) dir.

Ornegin; 6 kitle ortalamasi ve T = X iken k = L, nedir?

P(T > L,/Hy) =P(T>Ly)=P(X>k)=1-P(X<k)=a= PX<k)=1-a=

p (Y—E(Y) < k—E(Y)) _p (ﬂ < k—_60> _p (Z < k—GO) —1—q N

O'? O-Y O-Y O-Y v

0%

k—go 1 _ . _ — i -
d)( _ ) = 1 — a elde edilir, burada o N dir. Bu durumda



k—6y ( 2z eBero” biliniyorsa
tn-1.1-a »€8er o2 bilinmiyorsa

Ox

olmak tizere, kritik deger;

90 + O-Y X Zl—a’

=k=1L= {90 + 5% X th-1;1-a

olarak bulunur.

S L. .
Burada S = NG ornek ortalamasinin standart hata tahminidir. Bu sonuca gore sag yanl bir

hipotez testinde X > L, ise H, hipotezi ret edilir. Aksi takdirde, yani testinde X < L., ise H,
hipotezi kabul edilir.

Eger hipotezler basit ve Hy: 0 =6, ; Hy: 60 =0;, (6; > 60,) ise bu testin kritik bolgesi
yukaridaki durum ile ayn1 olup bu durumda 2.tip hata olasiligi da hesaplanabilir.

b) Hy: 0 = 6, ; Hy: 0 < 6, (sol yanl test ve bilesik hipotez) durumu

Bu durumda H, hipotezi dogru iken T istatistiginin alabilecegi deger, H, hipotezi dogru iken
alabilecegi degerden daha biiyiiktiir. Buna goére T istatistiginin alabilecegi deger kiiciikse, sol
yanli test i¢in kritik deger L, alt sinir1 olmak tizere T < L, ise H, hipotezi ret edilecektir. Bu L,
degeri P(T < Ly/H,) = P(T < L,) = a esitliginden L, alt sinir1 bulunabilir. Buna gére testin
kritik kritik bolgesi € = (T < Ly), yani (—oo, L;] araligidir. Bu durumda kritik deger 6,’a
gore sol tarafta oldugundan alt sinir adin1 almaktadir. Eger 6 parametresi kitle ortalamasi ise L
alt smirt;

L 0o — 0% X Z1_q, eger o biliniyorsa
1 0o — Sg X ty_1,1—q, eder o” bilinmiyorsa

olarak bulunur. Burada Z, = —Z1_, dir. Buna gore sol
' yanli bir hipotez testinde X < L, ise H, hipotezi ret
Z, = edilir. Aksi takdirde, yani testinde X > L, ise H,
hipotezi kabul edilir.

C) Hy: 0 =6, ; Hy: 0 # 6, (iki yanl test ve bilesik hipotez) durumu

Bu durumda H, hipotezi dogru iken T istatistiginin alabilecegi deger, H; hipotezi dogru iken
alabilecegi degerden ya daha kiigiik ya da daha biiylik olacaktir. Eger T istatistiginin alabilecegi
deger bliyiikse T > L, oldugunda, veya T istatistiginin alabilecegi deger kiicliikse T < L,
oldugunda H, hipotezi ret edilir, aksi takdirde, yani, L; < T < L, oldugunda H, hipotezi ret



edilemez. Buna gore L, st kritik degeri P(T > L,/H,) =% denkleminden ve L, alt kritik
degeri ise P(T < L,/H,) = %denkleminden bulunabilir. Boylece kritik bolge € = (T < L;) U

(T > L,) seklinde iki ayrik bolgenin birlesimi olacaktir. Eger 6 parametresi kitle ortalamasi ise
L, alt siurt ile L, st sinirt;

6, + Ox X Z;_2, eger o biliniyorsa
—_ 2
af2 L1,2 =

o2 Op +Sx X t, ;. «, eger o bilinmiyorsa
T2
salib g, _L,-6, ile bulunur. Burada Za« = —Zz;_a dir. Buna gore iki yanh
&= 1-= 2 2
2 fors 2 0%

bir hipotez testinde X < L,veya X > L, ise H, hipotezi ret
edilir. Aksi takdirde, yani testinde L, <X < L, ise H,
hipotezi kabul edilir.

Ornek:5 X~N (6 ,0? = 4) dagilim1 verilsin. Bu dagilimdan rastgele ¢ekilen 16 birimlik 6rnek
icin ornek ortalamasi 3,05 olarak hesaplanmistir. Anlamlilik seviyesi 0,05 olmak {izere
Hy: 8 < 2 hipotezini H,: 8 > 2 hipotezine kars1 test ediniz?

Coziim: Hy: 0 < 2
H;: 0 > 2 hipotezlerine gore, sag yanl test sz konusudur. Bu teste gore karar kurali
X > L, ise H, hipotezi ret edilir. Burada L, iist sinir degeri olup;

L, =00+ 035 Xz esitliginden hesaplanir. Burada 6, = 2,05 = \% = % = % ve
a=0,05i¢in P(Z<Z1—g)=1—a =095 = z,_, = 1,64 olup, bu degerler yerlerine

yazilirsa;

L,=2 +§(1,64) =2,825 bulunur. X = 3,05 ve L, = 2,825 iken X > L, oldugundan H,
hipotezi ret edilir.

5. Gii¢ Fonksiyonu (Testin Giicii)

H; hipotezi bilesik hipotez iken hem ikinci tip hata olasiligi hem de testin giicii 6 parametresinin
bir fonksiyonu olacagindan tam olarak belirlenemezler. Ikinci tip hata olasiligs;

Hy, — kabul/

p6) = P( Hy — dogru)

olasilig1 olup, bu olasilik her bir 6 degeri igin hesaplanabilir. Diger taraftan H; — dogru iken
H, hipotezinin reddedilme olasiligina testin giicii veya gili¢ fonksiyonu adi verilir. Giig
fonksiyonu testin basaris1 hakkinda fikir veren bir kriterdir. Gii¢ fonksiyonu;

Hy —ret Hy — kabul
”(Q)ZP( ° /Hl—dogru)zl_ P( ° /Hl—dogru)zl_ﬁ(e)



olarak elde edilir. w(8) ikinci tip hata yapmama olasiligi olarak da adlandirilabilir. 8
parametresinin belirli bir degeri i¢in elde edilecek olan m(6) degerine testin bu parametre
degerindeki giicii denir.

Ornek:6 X~N (0,02 = 16) dagilin verilsin. Bu dagilimin 6 parametresi ile ilgili hipotezler

Hy:0 < 10 ve Hy: 6 > 10 olsun. Bu hipotezleri test etmek i¢in kitleden rastgele olarak n = 25
birimlik bir 6rnek (X3, X3, ... X;;) olsun. Buna gore ;

a) Testin kritik bolgesini belirleyiniz?

b) Gii¢ fonksiyonunu olusturunuz?

c) 6=28,910,11,12 ve 13 degerleri i¢in gii¢ fonksiyonunun degerlerini hesaplaymiz ve

......

Coziim: a) Hy: 0 < 10

Hy: 6 > 10 hipotezlerinin testi i¢in kritik bolge, L, belirlenecek olan bir sabit say1
olmak tizere; C = {(X1, X5, ... X;,)/(T > L)} dir. Burada 6 parametresi dagilimin ortalamasi
oldugundan, T istatistigi, bu parametrenin en iyi tahmin edicisi olan 6rnek ortalama istatistigi
olacaktir. Bu dagilimdan rastgele ¢ekilen n = 25 birimlik 6rneklem icin 6rnek ortalamasi

istatistigi X = %Z?lei olup, bu istatistigin 6rnekleme dagilimi; X~N(6 ,0% = 16) olmasi

sebebiyle X~N (9 ) O'YZ ) seklindedir. Oyle ki; = g dir. Boylece kritik bolge;

o2
Ox

C = {(Xl,XZ, Xn)/()_( > LZ)} = ()_( > Lz) olup, @ = 0,05 anlamlilik diizeyine karsilik L,
iist sinir degeri bulunabilir.

—_ — 2
P(X > Ly/H, — dogru) = a = 0,05 = X~N (9 0% = %) oldugundan

X-0
Z = a—?~N(0 ,1) oldugu dikkate almirsa P(X > LZ) P ( /\/_) P (Z >
Vn(L,-6)

(2

) (@) =095 & @ = ®~1(0,95) = 1,64 olur. Buna gére H, dogru iken

)=1- P (z < =)

= 0,05 = P(Z<5(Li 6’))=1—0,05=0,95

6 = 10 oldugundan 212 = 1,64 = L, = 10 + 224

kritik bolgesi n = 25 igin, C = {(Xl,XZ, n)/(X > 11,31)} olacaktir.

= 11,31 bulunur. Buna gore testin

b) Testin gii¢ fonksiyonu;
n(8) = P(Hy — ret/Hy — dogru) = 1 — P(Hy — kabul/H,) =1 — P(X < L,/H,) =

2 X-6
X~N (9 = %) oldugundan Z = — ~N(0,1) oldugu dikkate alinirsa

X
X=0+o0y % X Z yazilabilir. Béylece; L, = 11,31 oldugundan

o2
0%

n(9)=1—P(9+O‘YxZSL2)=1—p<ZSL2_8>=1_P<ZS\/Z(L2—9)>

o

X



—1-p (Z < W) 1 ® (5(11,i1—9))

elde edilir. Gorildigii tizere giic fonksiyonu 8 parametresinin bir fonksiyonudur.

5(11,31-6)

) ) giic degerleri

c) 6 parametresinin farkli degerleri i¢in w(@) = 1—CD(
hesaplanabilir.

7] (0)
8 |x@)=1- cb(smT"’l‘S)) =1—®(4,14) = 1 —0,9999 = 0

9 g9 =1- q>(5“+31‘9)) —1—d(2,89) = 1 —0,9981 = 0,0019

10 | r(10)=1-o (@) — 1 - ®(1,64) = 1 — 0,9495 = 0,0505

5(11,31-11)

11 |z =1-o —®(0,39) =1—0,6517 = 0,6516

— ®(—0,86) = d(0,86) = 0,8051

5(11 31 13)

(=
12 n(12)=1—q>(
(=

) =
5(11, 31 12)) _
) -

13 |z(13)=1-0 — ®(=2,11) = d(2,11) = 0,9821

Burada 6 = 10 almakla H, dogru kabul ediliyor. Bu durumda 7 (6) = n(10) = 0,05 degeri, H,
dogru iken Hj ‘1 reddetme olasiligidir. Bu olasiligin daima kii¢iik ¢ikmasi beklenir, nitekim
burada da diisiik ¢ikmustir.

6 = 13 almakla H; dogru kabul ediliyor. Bu durumda w(6) = n(13) = 0,9821 degeri, H; dogru
iken H, ‘1reddetme olasiligidir, yani H; ’in kabul edilme olasiligidir. Bu olasiligin daima yiiksek
¢ikmasi beklenir, burada da 0,98 gibi oldukga yiiksek bir deger ¢ikmustir.

Gii¢ fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

0,80 fﬁ_—
(8 //
0,65
0,05 -
8 5 10 11 12 13 g

Gilic fonksiyonu 6 parametresinin artan bir fonksiyonudur. Gergekten fonksiyonun 6
parametresine tiirevi alinirsa;

_ VA(11,31-6) om(0) _ vn 4 (VA(11,31-6)\ _ va _ (vA(11,31-6)
7'[(9)—1—@( o ) = 50 _7CD( o )_7('0( o )>O
oldugu goriiliir. Burada & (. ):standart normal dagilimin dagilim fonksiyonu iken, ¢ (. ): standart

normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonudur ve daima ¢(.) > 0 dur.



Gii¢ fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan bu fonksiyon yardimiyla L, sinir degeri ve n drnek
hacmi belirlenebilir. Bunun i¢in 8 parametresinin diisiik degerleri i¢in kiigiik gii¢ degeri, yiiksek
degerleri i¢in de biiyiik gii¢ degeri verecek olan bir test belirlenmelidir.

Ornegin; m(10) = 0,01 ve m(13) = 0,98 iken L, sinir degeri ve n drnek hacmi ne olmalidir?

n(0) =1- & (=2) = 7(10) = 1 - & (VL) = 0,01 = ¢ (VL2D) = 0,99
\/—(Lz_lo)

=4...(1)
7(13) = 1 — CD(M) — 0,98 = CD(M) — 0,02 >IN __y (9
g o o
(1) ve (2) denklemleri taraf tarafa boliiniirse;
Inlzz1) (L,—10)
fed — 2" — — — —
e = = s = 1= L~ 10 = —L, +13= 2L, = 23 = L, = 11,5 bulunur.

ag

Bu deger denklemlerden birisinde yerine konursa;

W(L;-lo) =4 = /n(11,5-10) =40 , (0 = 4oldugundan) = Vn=—=10,67 =

n = 114 bulunur.



